Beispiele zur
Lebensversicherungsmathematik

Ubungen aus Finanz- und Versicherungsmathematik 1, SS 2001

. Eine Obligation soll mit fiinf jihrlichen Zahlungen von 15.000 € abbezahlt
werden, wobei die erste Zahlung am 31. Dezember 2009 fillig ist. Um die
notigen Geldmittel zur Verfiigung zu haben, begann die Gesellschaft am
1. Jénner 2000 jahrliche Einzahlungen in Hohe von X€ auf ein Konto
mit jahrlicher Zinsrate von 6%. Die letzte dieser Einzahlungen soll am 1.
Janner 2009 erfolgen. Wie hoch muss der jihrlich eingezahlte Betrag X
sein?

. Wenn die Obligation aus Beispiel 1 mit 60 monatlichen Zahlungen von
1250 € statt der fiinf jihrlichen Zahlungen abgegolten werden soll, wobei
monatliche Verzinsung bei einem nominellen Zinssatz von 6% stattfindet,
wie hoch muss X sein?

. Bei einer ewigen nachschiissigen Rente steige der jahrliche Betrag geméifl
(1+k), (1+k)2, (1+k)3, .... Bei einer jihrlichen effektiven Zinsrate von
4% betriagt der Barwert zu Beginn des ersten Jahres genau 51. Wie grof§
ist k7

. Wie Beispiel 3, jedoch wird der jihrliche Betrag von (1 + k)™ unterjihrig
in monatlichen Raten ausbezahlt. Wie gross ist k7

. Wie Beispiel 3, jedoch mit einer ewigen vorschiissigen Rente, also Aus-
zahlung zu Jahresbeginn statt zu Jahresende.

. Es sei

10—zt
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fir 0 <z <120 und 0 <t < 120 — z. Berechne us5 sowie die zukiinftige
Lebenserwartung eines 55-jahrigen.

. Berechne 9gp, fiir g4 = ﬁ + % mit 0 < ¢ < 85.

. Fiir [, = /121 — z, 0 < z < 121 berechne die Wahrscheinlichkeiten, dass
ein(e) 21-jahrige(r) (a) ein Alter von 40 Jahren erreicht, (b) das Alter von
72 Jahren nicht erreicht, (c) das Alter von 35 Jahren erreicht, nicht aber
jenes von 57 Jahren und (d) das Alter von 122 Jahren erreicht. Betrachte
weiters zwei unabhéngige Personen, wobei die eine 40, die andere 21 Jahre
alt ist. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass (e) beide 57 Jahre alt
werden, (f) beide zwar 57 Jahre alt werden, aber nicht 72 Jahre und (g)
beide noch 50 Jahre leben?



9. Betrachte zwei unabhingige Leben, die sich nur dadurch unterscheiden,
dass die eine Person ein Raucher ist, die andere nicht. Fir 0 < z < w
sei p, die Sterbeintensitéit des Nicht-Rauchers, die des Rauchers hingegen
cp; mit einer Konstanten ¢ > 1. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die
verbleibende Lebenszeit des Rauchers die des Nicht-Rauchers iibersteigt.

10. Fiir eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von s(t) = ¢pg =1- Wgo fir 0 <
t < 100 und eine Zinsintensitit 6 = 0.1 berechne 50.000A3(.

11. Eine stetige lebensléngliche Todesfallsversicherung wird an eine 50-jdhrige
Person ausgestellt. Die Sterblichkeit folge de Moivre’s Gesetz (Gleichver-
teilung des Todeszeitpunktes zwischen 0 und w Jahren mit w = 100, es gel-
te einfacher Zins von 7 = 0.01, und die Auszahlung betrage b; = 1000 — %.
Berechne den Erwartungswert der Zufallsvariable, die den momentanen
Wert dieser Versicherung angibt.

12. Eine lebenslidngliche Todesfallsversicherung mit Einmalpriamie, ausgestellt
auf eine z-jihrige Person gewihrt fiir die ersten 20 Jahre einen Versi-
cherungsschutz von 10.000€, danach von 20.000€. Auflerdem wird im
Todesfall innerhalb von 20 Jahren die einmalige Einzahlung ohne Zinsen
riickerstattet. Die Einzahlung geschieht zu Beginn des ersten Jahres, die
Auszahlung am Ende des Todesjahres. Wie groff muss die Nettoeinmal-
pramie sein, ausgedriickt durch die Kommutationszahlen?

13. Eine Versicherung ausgestellt an eine z-jédhrige Person zahlt 10.000 € nach
20 Jahren, wenn die Person dann noch am Leben ist, oder die Nettoein-
malprimie A am Ende des Todesjahres, falls die Person vorher verstirbt.
Driicke A durch die Kommutationszahlen aus.

Wird bei einer Lebensversicherung die Versicherungssumme nicht am Ende des
Todesjahres ausbezahlt, sondern bereits am Ende des entsprechenden m-ten
Teil des Jahres, so gilt A(xm) = z.(%)Aw unter der Annahme, dass die Todesfille
innerhalb des Jahres gleichverteilt sind (Fall a aus der Vorlesung).

Bei einer Leibrente entspricht dem eine Auszahlung von 1/m zu m Zeitpunkten

pro Jahr, die entsprechende Nettoeinmalprimie wird mit &5}") bezeichnet und
kann z.B. als
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poriren Leibrente gilt dementsprechend

ausgedriickt werden. Bei einer tem-
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Auch die jahrlichen Nettopramien Pw(m), Pg’%)' etc. konnen leicht berechnet wer-

den, indem in der entsprechenden Definition G, und i, einfach durch a{"™

(m)

und a ersetzt werden.
x:ﬂ



14. Eine Leibrente zahle m mal pro Jahr einen Betrag von 1/m aus. Leite

obige Formel fiir a;(c m) her, ausgedriickt durch i(™, d(™) d i und dy.

15. Vergleiche drei Leibrenten, die jeweils pro Jahr einen Betrag von 1 aus-
schiitten und einen Zinssatz von ¢ = 0.04 aufweisen. Die eine Rente werde
am Ende jeden Jahres ausgeschiittet, die zweite halbjidhrliche und die
dritte monatlich.

(2)
16. Berechne aSO:%\

effektiven jiahrlichen Zinsrate von 5% und folgenden Kommutationszahlen,
berechnet aus einer Sterbetafel:
X 50 60 70 80 90 100
D, | 4859.3 2482.16 | 1119.94 | 369.99 | 55.87 | 1.18
N, | 64467.45 | 27664.55 | 9597.05 | 2184.81 | 203.85 | 2.51

unter Fall a aus der Vorlesung (Linearitdt von ,q;), einer

Berechne damit weiters Pég:) é—ol.

17. Gleich wie Beispiel 16, jedoch mit monatlicher Auszahlung und einer Dau-
er von nur 20 Jahren.

Zwei interessante Typen von Lebensversicherungen sind die sogenannten ”stan-
dard increasing” und die ”standard decreasing” Lebensversicherungen. Bei der
Lebensversicherung vom Typ ”standard increasing” betrigt der im Jahr k ver-
sicherte Betrag genau k, bei "standard decreasing” genau n — k. Diese Versi-
cherungen kénnen auch angesehen werden als Summe von konstanten Lebens-
versicherungen iiber einen Betrag von 1, die jeweils ein Jahr spéter beginnen
oder enden. Damit ergibt sich fiir eine lebensldngliche Todesfallsversicherung
die Netto-Einmalpriamie

o
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Fiir eine n-jahrige Todesfallsversicherung kénnen die Netto-Einmalprédmien fiir
"standard increasing”, (I A)w 7 und (DA):lz:ﬂ fiir ”standard decreasing” ausge-
driickt werden als:

(IA)ij:A +1\A + - nfl\AsU_nn|A$

_nAm—| —\_Ai‘:m\_”'_A;‘:l
(DA)}cﬂ = A}cﬂ + Awﬁ\ + Aclcm\ t+o-t A}cﬂ

Analog kann eine "standard increasing” Rente definiert werden, die in Jahr &
einen Betrag von k + 1 ausbezahlt. Die Netto-Einmalprimie betrigt (Id), =
S22 o (k + 1)p, und es gelten die Relationen dy = d(ld)z + nv" und d; =
d(Ia)y + (IA)g.



Wird die Rente in m Teilzahlungen pro Jahr mit jihrlicher Steigerung aus-
geschiittet (also m Zahlungen von je Zhtj/m = %, 7=0,1,...m—1 im Jahr

m), so gilt
16)™ = a(m)(Id), — B(m)iy
T
(I8)72 = a(m) (1) 5.z — B(m) (g7 — n0"ps)
(IA)z—A_.
18. Zeige, dass sich Wﬁ vereinfacht zu vp,. (Tip: Benutze die Rekur-
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26.

sionsrelation (IA4), = Ai::ﬂ + vpg (Ag+1 + (IA)z4+1) oder driicke obigen

Bruch durch Kommutationszahlen aus).

Fir 4p, = 12136f;t mit 0 < z < 120 und 0 < ¢ < 120 — = berechne (IA)i:§|

fiir einen Zinssatz von 6%.

Berechne (Ia)gl(f)l_o\, wenn «(12) = 1.00028, 3(12) = 0.46812 gegeben sind,

sowie die Todesfille innerhalb eines Lebensjahres als gleichverteilt ange-
nommen sind. Weiters ist gegeben:

z 69 70 71 72| ... 79 80 81 82

Sy | T7.94 | 67.117 | 57.52 | 49.043 | ... | 13.483 | 10.875 | 8.69 | 6.875

Tip: Driicke alles durch die Kommutationszahlen aus, (Id) 27 kann ge-

schrieben werden als 2

_ _nN. . .
P Putn Nilatn Sw*g "Ze4n  ebenso die restlichen Terme.
x

Berechne pr3 aus folgenden Werten, wobei ¢ = 0.03 gilt:
x | 72 73 74 75

ay | 8.06 | 7.73 | 7.43 | 7.15

Betrachte eine vorschiissige Leibrente, deren ausbezahlter Betrag jedes
Jahr um 3% der vorigen Zahlung steigt, und leite eine Formel fiir die
Nettoeinmalpriamie her.

Berechne fiir I, = 100.000(100 — z), 0 < z < 100 und 7 = 0 den Barwert
einer lebenslidnglichen Leibrente, die an eine 80-jdhrige Person ausgestellt
wird. Die Rente soll stetig ausbezahlt werden mit einer jahrlichen Rate
von 1 im ersten Jahr und einer Rate von 2 in den spéteren Jahren.

Die Situation sei wie in Beispiel 23, jedoch sei die Rente nur 5 Jahre
dauernd (temporir). Berechne den Barwert.

Es seien 99 Pp5 = 0.046, Pys5.55 = 0.064 und A45 = 0.640 gegeben. Berechne
1
Pos.30

Zeige, dass sich

(P30:1_5| - 15P30) a30.75)

'015151730

vereinfachen ldsst zu Ays.
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Bei einer Lebensversicherung iiber 10.000€, ausgestellt an eine x-jihri-
ge Person, wird 20 Jahre lang zu Jahresbeginn eine Pridmie eingezahlt.
Die Auszahlung erfolgt am Ende des Todesjahres. Solange noch Priamien
eingezahlt werden, wird im Todesfall auch die Hélfte der letzten Pramie
riickerstattet. Zeige, dass die jahrliche Nettopramie

10.000A4,
(1 + %) aw2_0\ - (1 - U2020pw) /2

betragt.

Eine diskrete lebenslingliche Todesfallversicherung wird an eine x-jihrige
Person ausgestellt. Es seien P, = 14—1, +Vz = 0.5 und dz4+ = 1.1. Berechne
1.

Betrachte eine lebenslingliche Todesfallversicherung iiber 1500 Geldein-
heiten mit gleichen jihrlichen Primien auf ein Leben von z Jahren. Das
Deckunsskapital nach Jahr A — 1 ist 179, nach Jahr h betriagt es 205.
Weiters sei ¢ = 0.05 und d, = 16.2. Berechne 1000g;1p—1.

Fiir ¢g31 = 0.002, &32:1—3\ =9 und 7 = 0.05 berechne 1V31:ﬁ\.

Berechne QVI:Z| aus folgenden Werten:

k| ag | k-1
11 1.000 | 0.33
21930 | 0.24
32795 | 0.16
41 3.600 | 0.11

Ansprechperson bei Fragen zu den Beispielen ist Reinhold Kainhofer, rein-
hold@kainhofer.com, Zimmer C401 (Steyrergasse 30/IV).



